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           内容梗概：トランペット音響管の共鳴気柱の特性解析に音波伝播方程式に 
           代わって 圧縮性流体方程式を適用した。有限要素法を用いる計算機シミュ 
           レーションによりインパルス応答を求めたところ、移流項の作用により音波 
           伝播を用いる場合に対して基本周波数近辺の応答性が高く出る事が判明した。 
           この傾向は１ｍ／秒程度の吹き込み速度に対して既に現れ，速度の２乗のオ 
           ーダーで増大する。強奏時のシミュレーションにおいて無視できないものと  
           考える。 
 
 

１．はじめに 
 
   管楽器の気柱シミュレーションには普通媒質
中の音波伝播方程式を用いる([1],[3],[4])が、トラ
ンペットに代表される金管楽器の場合は唇を通
じて直接に息を吹き込むことから、本来は流体
方程式の適用が必要と考える。アタックや強奏
では相当な流速が生じるので非線型的な効果を
生じることがありそうで、また管の形状との関
係で部分的には粘性を考慮する必要もあるかも
しれない。金管楽器音の忠実な再生のためには
まず音源部分のモデル化が重要であろう
([2].[4],[5],[7])が、その受け皿として音響管部分の
充実も必要と考え、このテーマを取り上げた。
本報告では始めに流体方程式による定式化と計
算方法を述べ、続いてシミュレーション結果を
音波伝播方程式を用いた場合と比較して述べる。 
 
２  流体方程式による定式化 
 

     音波伝播方程式は空間２次元の場合次のよ
うに定式化される([9],[10])。 

 
      ここでφは速度ポテンシャル、cは音速、u 
   vは速度成分、pは圧力、ρは空気の密度であ
る。         
 
      一方、流体方程式には圧縮性と非圧縮性のも
のがあるが([11],[12])、音波伝播と対応を取り易
い圧縮性方程式を用いることとする。空間２次
元の場合の圧縮性方程式は次のとおりである。 

 
    ここで、V=(u,v)は速度ベクトルTxx,Txy,Tyx,Tyy 
は粘性応力テンソル成分で、μ，λを粘性係数
として、 
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ｅは全エネルギー、εは内部（熱）エネルギー
で、γを比熱比、Ｐｒをプランドル数として、    
 

で与えられる。 
 
    式（１）の音波伝播方程式と式（２）－（５）
の圧縮性流体方程式は次のように関連づけられ
る。式（３）,（４）の運動量保存式の右辺第１
項は圧力勾配の寄与、第２，第３項は流れによ
る寄与、第４項以下は粘性による寄与を表して
いるが、第２項以下を省略し、式（１）の質量
保存式の両辺を１回時間微分したものと繋げる
と次の式が得られる。 

   
∂ ρ
∂

∂
∂

∂
∂

2

2

2

2

2

2 6
t

p
x

p
y

p= + = ∆ ( )    

      断熱変化をする理想気体を仮定すると，状態
方程式ｐ＝ργＲＴ（γ：比熱比、Ｒ：気体定
数、Ｔ温度）でかつ標準気圧ｐ０，標準密度ρ０
に対してｐ０＝ρ０ＲＴも成り立つことから、状
態方程式をｐ０、ρ０の周りで線形近似して、 
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となる。式（６）にてｐは微分項の中にあるの
で定数分の差異は許容できて、 

∆ ∆ ∆p p p RT RT= − = − =( ) ( )0 0γ ρ ρ γ ρ

となる。これを式（６）の右辺に代入して 
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が得られる。あるいは式（７）の関係を使えば 
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である。 
 
  一方、式（１）の両辺を１回時間微分して、 
ｐ＝ρδφ／δｔの関係を使えば、 
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であり、両者はｃ＝（γＲＴ）１／２とおいて一
致する。すなわち、圧縮性流体方程式で流れと
粘性なしとし、理想気体と断熱変化における圧
力と密度の比例関係を仮定した極限が音波伝播
方程式と見なせる。 
 
３．トランペット音響管気柱への適用 
 
  トランペット音響管は形状の複雑さを避ける
ためにまずは直管のモデルを使用した。図１に
管軸を通る断面の形状を示す。 
 

 
図１ トランペット音響管（直管）の形状と 

      要素分割 

  
  左端が吹口である。吹口の半径は８．５ｍｍ，
ベル開放端の半径が６１．８５ｍｍ，管長は１
３７１．０ｍｍで最も細い部分は入口から１２．
０ｍｍの位置で半径１．９ｍｍである。これら
の寸法は実際のＢь管（YAMAHA 2320E）のものを
用いている。円管なので本来は円筒座標系の方
程式を使うべきであるが、中心付近の特異性と
計算の複雑さを避けるために今回は直交座標系
にで断面のシミュレーションを行った。従って
管壁の曲率を考慮しない。管壁の曲線を取り入
れるために有限要素法により空間の離散化を行

Txx divV
u
x

Txy Tyx u
y

v
x

Tyy divV
v
y

= +

= = +

= +

λ µ
∂
∂

µ ∂
∂

∂
∂

λ µ
∂
∂

2

2

( )

R Txxu Tyx v
x

S Txy u Tyy v
y

5

5

= + +

= + +

γµ ∂ε
∂

γµ ∂ε
∂

Pr

Pr



った。図１に要素分割の状況を併せて示す。管
軸方向に５０分割，管径方向に２分割し、管軸
方向を中心に評価した。このほかに、管長は同
じで半径を５．０ｍｍに固定した円筒管を取り
上げ、これも管軸方向に５０、管径方向に２分
割した。 
 
  圧縮性流体方程式は式（２）から（５）を時
間・空間で離散化し、連立させて数値解を時間
発展させるが、音波伝播式と対比し易くするた
めエネルギーに関しては式（５）を使わずに、
理想気体、線形近似の可能な断熱変化を仮定し
て式（７）を使用した。さらに温度一定と仮定
した。時間発展に関しては、波動を中心に捉え
るために式（１）の両辺を時間微分したものを
式（２），（３）に繋げて、密度ρに関する移
流、粘性項付きの波動方程式（空間２次元の場
合       
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（１１） 
を構成し、時間に関して２次の離散化を施して
以下のスキームで時間発展させた。 
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ここで、Δｔは時間刻み幅、右肩のｎは時刻の
インデックスである。空間離散化は三角形要素
上の１次基底関数を用いたＧａｌｅｒｋｉｎ有
限要素法([14])にて行い、これにより空間方向
も２次精度を確保した。密度と圧力は定数分の
自由度があるので、圧力ｐは標準圧力を基点に
とることにした。式（７）より 

   p RTn n= −γ ρ ρ( )0            （１３） 

にて計算する。速度ｕ，ｖを求めるには式（１）
と、式（２），（３）の選択の余地があるが、
開放端における境界条件ｐ＝０（ｐ＝ｐ０）を
守るために式（１）を使用した。ますは渦無し
の仮定をおいて、運動量のスカラポテンシャル
関数Фを導入して，Ｐｏｉｓｓｏｎ方程式 
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を解いた後、 
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によりｕ，ｖを得た。有限要素法で必要な線形
計算はガウス消去法ないし前処理付き共役勾配
法([14])を用いて行った。 
 
   これらの計算で境界条件を表１のように設
定した。密度（圧力）については、開放端で標
準値に固定、入口では式（３）、（７）より他
の境界値から計算して与え、管壁では式（３）、
（４）と運動量ベクトルの方向が管壁に沿い時
間的にも変化しないとしてこの条件とした。運
動量ポテンシャルについては、管入口で定義に
戻って他の境界値から計算し、管壁では運動量
ベクトルの方向が壁に沿う事から、出口では流
れが無いときの式（１）のｐとρφの関係およ
び圧力ｐが時間によらず一定であることからこ
のように設定した。速度ベクトルは、管入口で
指定された値をとらせその他の境界では運動量
ベクトルと密度から計算した。ただし粘性があ
るときは管壁で速度ゼロとした。また入口の値
は、粘性のあるときポアズイユ流れ([13])に従
って分布するとした。 
 
  シミュレーションの実施に当たっては、市販
されている偏微分ソルバＰｓｉＬａｂ([15])を
使用した。これは通常の流体解析用アプリケー
ションパッケージとは異なり、解法手順を指定
できるソフトである。指定に基きプリプロセッ
サが、差分法ないし有限要素法による数値計算
プログラムを自動生成する。 



   
４．シミュレーション結果 
 
   シミュレーションに使用したパラメータ値
を表２に示す。ここではＭＫＳ単位系で記した
が、実際のシミュレーションはｍｍ・Ｋｇ・ｍ
ｓｅｃ単位系で行った。 
 
４．１ 音波伝播方程式による結果 
   クロスチェックのために、式（１）の方程式
を用いる場合（音波伝播１）と、式（１１）に
て右辺の第２項以下を省略した方程式を用いる
場合（音波伝播２）の２通りについて試行した。
式（１）の離散化は速度ポテンシャルφに対し
て式（１２）と同様に行った。音響管について
は、円筒管とトランペット管の２通りを対象と
した。 
 
（１）円筒管に対する結果 
  時間刻みΔｔ＝３．０５×１０－６秒（３２８
ＫＨｚ）にて、入力端に初期速度１ｍ／秒で以
降０となるインパルス入力を与えた時の入口圧
力Ｐｉの時系列応答データ８１９２点をそのま
まフーリエ変換し、フーリエ係数の絶対値を低
周波数から４ＫＨｚまでグラフ化したものを図
２に示す。方程式が線形であるのでインパルス
応答のフーリエ係数は入力インピーダンスに比
例した値となり、流速駆動なので絶対値のピー
クが管の共鳴周波数を示すはずである。８１９
２時間ステップは実時間で２４．４ミリ秒であ
り音波がこの間に管を約３往復する。図２では、
音波伝播１と２で絶対値のピークの位置が一致
しており、グラフの傾向も３ＫＨｚ以下では同
じである。これから両計算モデルはほぼ同等の
結果を与えると判断できる。理論上、この円筒
管（入口閉止、出口開放）の共鳴周波数は 
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であり([9])，ｌ＝１．３７，ｃ＝３４０を用い
ると，１ＫＨｚ以下では６２Ｈｚ，１８６Ｈｚ，
３１０Ｈｚ，４３４Ｈｚ，５５８Ｈｚ，６８２
Ｈｚ，８０６Ｈｚ，９３０Ｈである。一方図２
から読み取れる共鳴周波数は８０Ｈｚ，２００
Ｈｚ，３２０Ｈｚ，４４０Ｈｚ，５６０Ｈｚ，

６８０Ｈｚ，８００Ｈｚ，９２０Ｈｚであり、
このグラフの周波数分解能が４０Ｈｚであるこ
とを考慮すると許容範囲内にある。 
 
（２）トランペット管に対する結果 
   円筒管と同じ条件でシミュレーションを行
った結果を図３、図４に示す。音波伝播１、２
で同様な結果となり、両者の同等性が示された。
１ＫＨｚ以下の共鳴周波数は（１）と同じく，
８０Ｈｚ，２００Ｈｚ，３２０Ｈｚ，４４０Ｈ
ｚ，５６０Ｈｚ，６８０Ｈｚ，８００Ｈｚ，９
２０Ｈｚとなり、これはトランペット管の共鳴
周波数([4])である８７Ｈｚ，２３２Ｈｚ，３４
１Ｈｚ，４５７Ｈｚ，５７２Ｈｚ，６８６Ｈｚ，
８００Ｈｚ，９１３Ｈｚに対して概ね分解能の
許容範囲内にある。（１）との違いは共鳴点に
おける値の分布にあり、図２では全周波数にわ
たって概ねフラットであるのに対し、図３では
６８０Ｈｚ周辺に山がありトランペット管の特
徴を示している。 
 
４．２ 流速と粘性の効果 
   ４．１にて計算モデルの妥当性を検証できた
ので、本報告の主題である移流項と粘性項の影
響を調査する。４．１と同様にインパルス入力
に対する応答を調べるが、式（３），（４）か
ら判るように移流項は流速に関して非線形であ
るので、インパルス応答が入力インピーダンス
の分布を与える訳ではない。そこで時間領域の
応答波形も併せて調査する。入力端の平均圧力
Ｐｉ，開放端から５０ｍｍ手前の圧力Ｐｏ，お
よび開放端における管軸方向の平均流速Ｕｏの
３つの波形を調査する。また非線型性からイン
パルスの大きさにより振舞いが異なることが予
想されるのでインパルス流速が１ｍ／秒と１０
ｍ／秒の２通りを調査する。トランペット管の
みを対象とする。 
 
（１）１ｍ／秒のインパルスの場合 
         図３、図４と同様な、入力端圧力Ｐｉ のイ
ンパルス応答グラフを図５，図６に示す。粘性
なしの場合とありの場合の２通りを示す。図か
ら、粘性なしとありで差異は認められないが、
図４に示した音波伝播２の結果に対しては両者
共通に最低次の共鳴周波数８０Ｈｚの絶対値が



大きいことが判る。８０Ｈｚの振動は初期イン
パルスの管端から管端への往復運動に対応する
もので、これは移流項の作用により初期インパ
ルスがより長く保たれるためであろう。その様
子は図７に示す入力端圧力Ｐｉの時間軸波形に
も現れている。 
 
（２）１０ｍ／秒のインパルスの場合 
       図８、図９に結果を示す。図８は音波伝播２
のグラフ、図９は流体方程式に対するグラフで
ある。音波伝播の仮定ではインパルスの強さに
比例して値が大きくなるだけで分布は変らない
が、移流項の作用を入れると益々低周波数側に
片寄った分布となる。また値もインパルスの２
乗に比例して大きくなる。図９からもその様子
が判る。図１０，図１１に時間軸波形を示す。
音波伝播のみの場合と流体の場合ではかなり違
ったものになっている。 
 
                          ５．おわりに 
 
     以上の結果から非線型性の移流項がかなり
大きな役割を果たしていることが明らかになっ
た。１ｍ／秒の流速は普通にあらわれ、強奏時
には１０ｍ／秒にも近づくであろうから、この
寄与を見逃すことは出来ないと考える。なお、
このシミュレーションでは粘性項の寄与は余り
ないとの結果になったが、特に管径方向の要素
分割が粗すぎることに原因があることも考えら
れるので、この件については改めて検討したい。
トランペット音の忠実な再現のためには音源の
問題を避けては通れないので、唇モデルとの結
合を次は検討してみたい。また管壁の曲率を考
慮した円筒座標系の使用や管体振動モデルの組
み込みも残された課題である。 
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                                       表１  圧縮性流体シミュレーションの境界条件 
 

   管入口   管出口     管壁     

密度  ρ  
n u

div V u

div Tx RT

⋅ ∇ =
+ −

•

ρ ρ
ρ

γ

(( )
( )

( )) / ( )
 

ρ ρ= 0  n ⋅ ∇ =ρ 0  

運動量ポ
テンシャ
ル   Φ 

n u⋅ ∇Φ = ρ  Φ = 0  n ⋅∇Φ = 0 

速 度  
V=(u,v) 

u u
v

=
=

0

0
  

 

V =
− ∇Φ

ρ0

 V =
− ∇Φ

ρ
（粘

性なし），Ｖ＝０
（粘性あり） 

 
                                                                           表２   パラメータ値 
                                                                                                                             （MKS単位） 

c              音速                                 340 
μ     空気粘性係数        18.2×10-6  
λ     空気第２粘性係数   -12.1×10-6 
ρ            空気密度                          1.2      
R            気体定数                          287 
T            温度                                   288k 
γ     比熱比                1.4 

                                                                         
                                                                                     Pascal 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                                                                                                                                KHz 
            （ａ） 原式（音波伝播１）                                       （ｂ）流体方程式の簡略版（音波伝播２） 
               図２    音波伝播方程式を用いた時のI流速インパルス入力に対する入口圧力の応答（円筒管） 
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図 ３ 音波伝播１によるインパルス応答（トランペット管） 図４ 音波伝播２によるインパルス応答（トランペット管）

図５ 流体方程式によるインパルス応答（粘性なし）  図６ 流体方程式によるインパルス応答（粘性あり）  

図７ インパルス応答時間軸波形（流体方程式，粘性あり）
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図８ 流速１０倍時のインパルス応答（音波伝播方程式） 図９ 流速１０倍時のインパルス応答（流体方程式）  

図１０ 流速１０倍時のインパルス応答波形（音波伝播方程式）

図１１ 流速１０倍時のインパルス応答波形（流体方程式）  


